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Уфа-2015
Порядок выполнения отчета по практической работе
1. Ознакомиться с теоретическим материалом по практической  работе.

2. Выполнить предложенное задание.

3. Продемонстрировать результаты выполнения предложенных заданий преподавателю.

4. Ответить на контрольные вопросы (устно, для самоконтроля)
5. Записать выводы о проделанной работе.
Обеспеченность занятий:
1. Учебно-методическая литература:
- Богомолов Н.В. «Практические занятия по математике» - Учебное

пособие – М.: Высш.  школа, 2009.

-  Колягин Ю.М. ,  Луканкин Г.Л.,   Яковлев  Г.Н. Математика в 2-х томах  Учебное пособие – М. Новая волна,  2010 .

- Подольский В. А. Сборник задач по математике: Учебное пособие - М. Высшая школа, 2009.
- Кремер Н.Ш. Высшая математика для экономистов – учебник для вузов – М.: Юнити, 2009.
      2. Справочная литература:
      -  Выгодский М.Я. Справочник по высшей математике  - М.: ООО «Издательство

Астрель», 2009.

Практическая работа № 1
«Действия над матрицами. Решение систем линейных уравнений»
Цель работы:   научиться выполнять операции над матрицами
Образовательные результаты, заявленные во ФГОС третьего поколения:

Студент должен 

уметь: 

           - выполнять операции над матрицами  и решать системы  линейных уравнений;

знать: 

           - основы математического анализа, линейной алгебры и  аналитической геометрии.
Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической работы

     Матрицей называется прямоугольная таблица чисел, содержащая m строк одинаковой длины (или n столбцов одинаковой длины). Матрица записывается в виде
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или, сокращенно, 
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) - номер столбца.  Матрицу 
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 называют матрицей размера 
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, составляющие матрицу, называются ее элементами. Элементы, стоя​щие на диагонали, идущей из верхнего угла, образуют главную диагональ.  Матрицы равны между собой, если равны все соответствующие эле​менты этих матриц, т. е.
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Матрица, у которой число строк равно числу столбцов, называется квадратной. Квадратную матрицу размера 
[image: image15.wmf]n

n

´

называют матрицей 
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- го порядка.Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме элементов глав​ной диагонали, равны нулю, называется диагональной. Диагональная матрица, у которой каждый элемент главной диагонали  равен единице, называется единичной. Обозначается буквой E. Квадратная матрица называется треугольной, если все элементы, расположенные по одну сторону от главной диагонали, равны нулю. Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой. Обозначается буквой О. Матрица, содержащая всего один столбец или одну строку называется вектором (или вектор- столбец, или вектор-строка соответственно). Их вид 
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Матрица, полученная из данной заменой каждой ее строки столбцом с тем же номером, называется матрицей транспонированной  к  данной и обозначается 
[image: image19.wmf]T

A

. Транспонированной матрица обладает следующим свойством: 
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Действия над матрицами
Суммой двух матриц 
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 называется матрица
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   Операция сложения матриц вводится только для матриц одинаковых размеров.

Произведением матрицы 
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 на число k называется матрица 
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     Матрица 
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 называется противоположной матрице А. Разность матриц А-В можно определить так: А-В =А+(-В). Операции сложения матриц и умножения матрицы на число обладают следующими свойствами:

          Произведением матрицы 
[image: image33.wmf](

)

ij

n

m

a

A

=

´

 на матрицу 
[image: image34.wmf](

)

ijk

p

n

b

B

=

´

 на​зывается матрица 
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т. е. элемент i-й строки и k-го столбца матрицы произведения С равен сумме произведений элементов i-й строки матрицы А на соответствующие элементы k-го столбца матрицы В. Операция умножения двух матриц вводится только для случая, когда число столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы.    Т.е. если матрицы А и В квадратные одного размера, то произведения АВ и ВА всегда существуют.

      Квадратной матрице А порядка n можно сопоставить число det А (или 
[image: image39.wmf]А

, или 
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), называемое ее определителем, следующим образом
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3. 
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       Минором некоторого элемента 
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 определителя n-го порядка назы​вается определитель  (n–1)-го порядка, полученный из исходного путем вычеркивания строки и столбца, на пересечении которых находится выбранный элемент. Обозначается 
[image: image46.wmf]ij

m

. Так если

                        
[image: image47.wmf],

33

32

31

23

22

21

13

12

11

a

a

a

a

a

a

a

a

a

=

D

 то 
[image: image48.wmf],

33

32

23

22

11

a

a

a

a

m

=

 
[image: image49.wmf].

23

21

13

11

32

a

a

a

a

m

=


    Алгебраическим дополнением элемента 
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 определителя называется его  минор, взятый со знаком «плюс», если сумма (
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) - четное число, и со знаком «минус», если эта сумма нечетная. Обозначается  
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     Определитель матрицы равен сумме произведений элементов некоторой строки (или столбца) на соответствующие им алгебраические дополнения.  В случае определителей 3-го порядка получим, что
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   Квадратная матрица А называется невырожденной, если определитель
∆ = det A≠0. В противном случае (∆ = 0) матрица А называется вырожденной.

     Матрицей, союзной к матрице А, называется матрица

                                 A*= 
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где А
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 - алгебраическое дополнение элемента а
[image: image57.wmf]ij

 данной матрицы А.  Матрица А
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 называется обратной матрице А, если выполняется условие 
                                                  А·А
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где Е – единичная матрица того же порядка, что и матрица А. 

     Пусть А – невырожденная матрица

                                          A=
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Пример 1.  Найти сумму матриц А+В, если: 
[image: image68.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

5

2

3

3

,

5

4

3

2

В

А


Решение: 
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Пример 2. Найти 2А, если   
[image: image70.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

5

4

3

2

1

0

A


Решение: 
[image: image71.wmf].
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Пример 3.  Найти определитель матрицы 
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Решение: 
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Пример 4.   Вычислить определитель
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Пример 5. Найти А
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Решение:    
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Составим союзную матрицу. Для этого вычислим алгебраические дополнения:
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Союзная матрица будет следующей: 
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. Вычислим обратную матрицу:
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Проверкой  
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  убеждаемся, что обратная матрица найдена верно.
Системы линейных уравнений и методы их решения

1.Матричный метод решения систем линейных уравнений

 Пусть дана система п линейных уравнений с п неизвестными 
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или в  матричной форме 
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называется главным определителем системы. Если определитель системы отличен от нуля, то система называется невырожденной. Найдем решение данной системы уравнений в случае 
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Поскольку 
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Отыскание решения системы по формуле (2)  называют матричным методом решения системы.   

Пример 1. Решить систему уравнений матричным методом:
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Решение:    
[image: image103.wmf]=
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Составим союзную матрицу. Для этого вычислим алгебраические дополнения:
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Союзная матрица будет следующей: 
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. Вычислим обратную матрицу:
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Найдем решение системы по формуле (6):

                                    
[image: image117.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

×

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

×

=

-

1

2

1

11

6

6

5

8

1

8

13

2

1

2

0

1

В

А

Х

.

Итак, решением системы будет тройка чисел (1; 2; -1).

2. Метод Крамера

Запишем матричное равенство (2) запишем в виде:

                                          
[image: image118.wmf],

.

.

.

...

.........

..........

...

...

1

.

.

.

2

1

2

1

2

22

12

1

21

11

2

1

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

D

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

n

nn

n

n

n

n

n

b

b

b

A

A

A

A

A

A

A

A

A

x

x

x

                                         (3)

или
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Отсюда следует, что              
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Но 
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по элементам первого столбца. Определитель 
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 получается из определителя 
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 путем замены первого столбца коэффициентов столбцом  свободных членов. Итак, 
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 путем замены второго столбца коэффициентов столбцом  свободных членов, 
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называются формулами Крамера.

Пример 2. Решить систему методом Крамера:
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                                                     3x1 +   x2 – 2x3 =  6;

                                                     5x1 – 3x2 + 2x3 = -4;

                                                     4x1 – 2x2 – 3x3 = -2.

Находим главный определитель системы:
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         4   -2  -3
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Так как главный определитель системы не равен нулю, значит она совместа.   Находим определители: ∆x1, ∆x2, ∆x3. Определитель ∆x1 получается из главного определителя ∆ путём замены в нём первого столбца на столбец свободных членов.

             6    1  -2 

∆x1 =    -4   -3   2     = 54 – 4 – 16 + 12 – 12 + 24 = 58.

            -2  -2   -3

Т.к. ∆x1 отличен от нуля, значит решение системы единственное. Определитель ∆x2 получается из главного определителя ∆ путём замены в нём второго столбца на столбец свободных членов.


            3   6  -2

∆x2 =    5  -4   2    = 36 + 48 + 20 – 32 + 90 + 12 = 174.

            4  -2  -3

Определитель ∆x3 получается из главного определителя ∆ путём замены в нём третьего столбца на столбец свободных членов.


             3   1   6

∆x3 =    5  -3  -4     = 18 – 16 – 60 + 72 + 10 – 24 = 0.

            4  -2  -2

По формулам Крамера: x1 = 
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Итак, решением системы будет тройка чисел  (1; 3; 0).

3. Метода Гаусса

Одним из наиболее универсальных и эффективных методов решений линейных алгебраических систем является метод Гаусса, состоящий в по​следовательном исключении неизвестных.         

Процесс решения по методу Гаусса состоит из двух этапов. На первом этапе (прямой ход) система приводится к ступенчатому (в частности, треугольному) виду:
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где 
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 Коэффициенты 
[image: image140.wmf]ii
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 называются главными элементами системы. На втором этапе (обратный ход) идет последовательно определении неизвестных из этой ступенчатой системы.

          Замечание 1. Если ступенчатая система оказывается треугольной, т. е. 
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[image: image142.wmf],

n

x

 из предпоследнего уравнения 
[image: image143.wmf],

1

-

n

x

 далее подни​маясь по системе вверх, найдем все остальные неизвестные 
[image: image144.wmf].

,...,

1

2

x

x

n

-


Пример 3. Решить систему уравнений 
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 Сначала из второго, третьего и четвертого уравнений исключаем неизвестное х1. Для этого из второго уравнения вычтем первое, затем первое уравнение умножим на 2 и вычтем почленно из третьего уравнения, а затем снова первое уравнение умножим на 3 и вычтем почленно из четвертого.  Получим следующую систему:
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 Исключим х2 из третьего и четвертого уравнений последней системы. Для этого сложим второе уравнение системы сначала с третьим, а затем с четвертым.  В результате получим равносильную систему:
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Теперь исключим переменную х3 из четвертого уравнения. Для этого третье уравнение умножим на 4, четвертое уравнение умножим на (-5) и сложим почленно полученные уравнения. Получим систему равносильную данной:
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 EMBED Equation.3  [image: image149.wmf]ï
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     Мы получили систему уравнений треугольного вида. Начинаем обратный ход. Из последнего уравнения находим х4=4, подставляем его в третье уравнение последней системы и находим х3=3; из второго уравнения системы находим х2=2, а из первого х1=1. Решением системы является четверка чисел (1; 2; 3; 4).

Задания для практического занятия:

1. Даны матрицы:  A=
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             Найти:  а) матрицу C=2A-3B ; б) произведение матриц AB; 
                          в) определители матриц det A; det B; 
                          г)   обратную матрицу А-1
2. Матричным методом найти решение системы:
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3. Решить систему методом Крамера:
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4. Найти решение системы методом Гаусса:
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Контрольные вопросы

1. Что называется матрицей? Дать определения основных понятий матрицы.
2. Какая матрица называется квадратной? Единичной?

3. Какие операции можно производить над матрицами?

4. Что такое определитель матрицы? 
5. Что такое минор и алгебраическое дополнение  элемента 
[image: image155.wmf]ij

a

 матрицы А?

6. Как найти союзную и обратную матрицы для матрицы А?
7. Дать определение системы линейных уравнений. Что значит решить систему уравнений?  

8. Какие методы решения СЛУ Вы знаете? Перечислите формулы для  каждого из них.
Практическая работа № 2 

 «Операции над векторами. Составление уравнений прямых на плоскости. Решение задач на кривые второго порядка»

Учебная цель: научиться выполнять операции над векторами в координатах, составлять уравнения прямой на плоскости,  определять  их взаимное расположение научиться решать задачи на кривые второго порядка: эллипс, гиперболу и параболу

Образовательные результаты, заявленные во ФГОС третьего поколения:

Студент должен 

уметь:

          - производить действия с векторами;
знать: 

           - основы математического анализа, линейной алгебры и  аналитической геометрии.
Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической работы

     Вектором называется направленный отрезок. Вектор, заданный парой   несовпадающих точек А и В, обозначается символом 
[image: image156.wmf]AB

.Точка А называется началом, а точка В – концом вектора. Расстояние 
[image: image157.wmf]AB

 называется длиной (модулем) вектора 
[image: image158.wmf]AB

. Для обозначения векторов употребляются также строчные латинские буквы со стрелкой наверху:    
[image: image159.wmf]a

, 
[image: image160.wmf]b

,  …, 
[image: image161.wmf]x

, 
[image: image162.wmf]y

. Вектор
[image: image163.wmf]A

А

, концы которого совпадают, называется нулевым вектором. Длина нулевого вектора равна нулю. Два вектора называются коллинеарными, если они лежат на одной прямой или на параллельных прямых. Если два нулевых вектора  
[image: image164.wmf]a

 и 
[image: image165.wmf]b

  коллинеарны, то они могут быть направлены либо одинаково, либо противоположно. В первом случае векторы 
[image: image166.wmf]a

 и 
[image: image167.wmf]b

 называются сонаправленными 
[image: image168.wmf](
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, во втором – противоположно направленными 
[image: image169.wmf](
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. Равные  векторы сонаправлены  и равны по модулю, т.е. если 
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[image: image172.wmf]b
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, и обратно, если векторы сонаправлены и равны по модулю, то она равны, т.е. если 
[image: image173.wmf]b

a

­­

 и ‌‌
[image: image174.wmf]b
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, то 
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 Для того чтобы построить сумму двух данных векторов 
[image: image176.wmf]b
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, нужно выбрать произвольную точку А и отложить от нее вектор
[image: image177.wmf]a

AB

=

, а затем от точки В отложить вектор 
[image: image178.wmf]b
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. Тогда вектор 
[image: image179.wmf]AC

 является  суммой: 
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                                       [image: image181.png]o




 Этот способ построения называется правилом   треугольника.


Сумму двух данных векторов 
[image: image182.wmf]a

 и 
[image: image183.wmf]b

 можно построить и следующим образом. Откладывая от произвольной точки О   векторы 
[image: image184.wmf]a
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 и 
[image: image185.wmf]b
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, построим параллелограмм ОАСВ. Тогда вектор 
[image: image186.wmf]OC

 (где 
[image: image187.wmf][
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 – диагональ параллелограмма) является искомой суммой: 
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. Этот способ построения называется правилом параллелограмма:
                                       [image: image189.png]



        Два вектора называются противоположными, если их сумма равна нулевому  вектору. Вектор, противоположный вектору 
[image: image190.wmf]a

, обозначают -
[image: image191.wmf]a

. Таким образом, 
[image: image192.wmf](
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. Ненулевые противоположные векторы имеют равные длины и противоположные направления . Вектор с называется разностью векторов 
[image: image193.wmf]a

 и 
[image: image194.wmf]b

, если 
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.  Чтобы вычесть из вектора 
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 вектор 
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, достаточно прибавить к вектору 
[image: image198.wmf]a

 вектор, противоположный вектору 
[image: image199.wmf]b

, т.е. 
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       Произведением ненулевого вектора 
[image: image202.wmf]a

 на число m называется вектор, имеющий направление вектора 
[image: image203.wmf]a

, если 
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, и противоположное направление, если 
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. Длина этого вектора равна произведению длины вектора 
[image: image206.wmf]a

 на модуль числа m.

     Произведение вектора 
[image: image207.wmf]a

 на число m обозначается m
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. При любых m и 
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 векторы   m
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 и 
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 коллинеарны и 
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   Углом между двумя ненулевыми векторами 
[image: image213.wmf]a

 и 
[image: image214.wmf]b

 называется угол между направлениями этих векторов:      
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   Частные случаи:    1) если 
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Декартова система координат. Действие над векторами в координатах
                                 [image: image221.jpg]



Декартову прямоугольную систему координат в пространстве зададим с помощью точки отсчета – т.О и 3-х взаимно перпендикулярных осей OX, OY, OZ – это ось абсцисс, ось ординат и ось аппликат. Выберем на них масштаб, и тогда положение произвольной точки М определяется тройкой чисел – координатами точки в пространстве: т.М(x;y;z). Этой точке поставим в соответствии вектор   
[image: image222.wmf]OM

, который назовем радиус- вектором, этот вектор будет иметь те же координаты 
[image: image223.wmf]OM

(x;y;z).

Введем на осях ОХ, ОУ,OZ единичные векторы:  
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В некоторых учебниках их обозначают 
[image: image227.wmf]3
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. Видим, что они взаимно перпендикулярны (т.к. лежат на координатных осях) и имеют единичную длину:  
[image: image228.wmf]K
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. Такие векторы называют ортами и они образуют базис 3-х-мерного пространства. Т.о., чтобы задать декартову прямоугольную систему координат в пространстве, надо задать начало отсчета т.О и базис. Тогда радиус-вектор ОМ в базисе 
[image: image230.wmf]K
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 раскладывается так 
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 Пусть  в декартовой системе координат  заданы векторы 
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 тогда  суммой   векторов называется  вектор с координатам  
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 разностью  векторов называется  вектор с координатами 
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                        (2)
 произведение вектора на число  т  называется  вектор с координатами
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длина  вектора  
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Если вектор
[image: image239.wmf]AB

 задан   координатами начала и конца   
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то его координаты вычисляются по формуле
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а его длина 
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)

(

)

2

2

2

)

(

A

B

A

B

A

B

z

z

y

y

x

x

AB

-

+

-

+

-

=

.                  (6)
С помощью этой формулы вычисляется также расстояние между двумя точками на плоскости.     Скалярным произведением двух векторов называется число, равное
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   Скалярное произведение двух ненулевых векторов, с другой стороны, может быть найдено как  произведение модулей этих векторов на косинус угла между ними:
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   Скалярным квадратом вектора 
[image: image246.wmf]a

 называется скалярное произведение  
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. Скалярный квадрат вектора равен квадрату его длины:

 Угол между векторами  
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Условие коллинеарности двух векторов 
[image: image251.wmf](
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т.е. если соответствующие координаты двух векторов  пропорциональны, то векторы коллинеарны.


Условие перпендикулярности двух векторов вытекает из равенства нулю скалярного произведения, поэтому имеет вид
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Пример 1.  Даны координаты точек  т.А(2;-2;1),  т.B(-3;1;4). Найти длину вектора  
[image: image256.wmf]AB

.

Решение:  
[image: image257.wmf]AB

=(-5;3;3)      
[image: image258.wmf].
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Пример 2. Даны векторы 
[image: image259.wmf])
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.  Найти:

1)длины векторов; 2) их сумму и разность; 3) найти вектор  
[image: image260.wmf]b
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4) найти их скалярное произведение; 5) найти угол между данными векторами.

Решение:  
1) 
[image: image261.wmf];
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4) 
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Уравнение прямой на плоскости

1. Общее уравнение прямой

Если на плоскости произвольно взята декартова система координат, то всякое уравнение первой степени относительно текущих координат x и y                

                                                                  Ax+By+C=0,                                        (1)

где A и B одновременно не равны нулю, определяет прямую в этой системе координат.

Верно и обратное утверждение: в декартовой системе координат всякая прямая может быть представлена уравнением первой степени вида (1).  Уравнение (1) называется общим уравнением прямой. 

2.Уравнение прямой с угловым коэффициентом и начальной  ординатой
      Углом наклона прямой к оси Ох называется наименьший угол φ, на который нужно повернуть в положительном направлении ось абсцисс до её совпадения с данной прямой. Направление любой прямой характеризуется её угловым коэффициентом k, который определяется как тангенс угла наклона φ этой прямой к оси Ох, т.е. k=tg φ. Исключения составляет лишь прямая, перпендикулярная оси Ох, которая не имеет углового коэффициента.

Уравнение прямой, имеющей угловой коэффициент k и пересекающий ось Оу в точке, ордината которой равна b (начальная ордината),  записывается в виде   

                                                                 y=kx+b.                                                         (2)

[image: image268.png]



3. Уравнение прямой в отрезках

 Уравнением прямой в отрезках называется уравнение вида

                                                                   
[image: image269.wmf]1
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где а и b – абсцисса и ордината точек пересечения прямой с осями Ох и Оу, т.е. длины 

отрезков, отсекаемых прямой на координатных осях, взятые с соответствующими знаками.
4. Уравнение прямой, проходящей через точку в данном направлении

Уравнение прямой, проходящей через т.у А(ха; уа) и имеющей угловой коэффициент k, записывается в виде                      у – уа=k (x – xa).                                                   (4)

5. Уравнение прямой, проходящей через две точки
Если прямая проходит через две точки т. А (х1; у1) и т.В (х2; у2), имеет вид
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6. Нормальное уравнение прямой
  Пусть дана прямая С, проходящая через данную точку Мо(х0; у0) и перпендикулярная вектору 
[image: image271.wmf]n

 (А;В).   Любой вектор 
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, перпендикулярный данной прямой 
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, называется ее нормальным вектором.  Выберем на прямой произвольную т. М(х;у). Тогда 
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. Это равенство можно записать в координатах 
                                      А( х-хо )+В( у-уо )=0                                          (6)

 7. Параметрическое и каноническое уравнения прямой

     Пусть прямая   l  задана начальной точкой М0 (х0; у0)  и направляющим вектором 
[image: image276.wmf]a

 (а1;а2),. Пусть т. М(х ; у)  – любая точка,  лежащая на прямой l .  Тогда вектор 
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  . Записывая это уравнение в координатах,  получаем параметрическое уравнение прямой         
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Исключим параметр t из уравнения (9). Это возможно, так как вектор    
[image: image282.wmf]0

¹

а

, и потому хотя бы одна из его координат отлична от нуля.  Пусть 
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Уравнение (8) называется каноническим уравнением прямой с направляющим вектором 
[image: image289.wmf]a

 =(а1; а2).
  Если а1 =0   и  
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Этими уравнениями задается прямая, параллельная оси  Оу и проходящая через точку М0 (х0; у0). Каноническое уравнение такой прямой имеет вид
                                                           х=х0                                                                                       (9)
Если 
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Этими уравнениями задается прямая, параллельная оси Ох и проходящая через точку М0 (х0; у0). Каноническое уравнение такой прямой имеет вид
                                       
у=у0
[image: image294.wmf]                                                    (10)

8. Угол между прямыми. Условие параллельности и перпендикулярности двух прямых

 Пусть даны две прямые, заданные общими уравнениями:
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Тогда угол φ  между ними определяется по формуле:
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               (11)

Условие параллельности 2-х прямых:
                                            
[image: image298.wmf]2

1

2

1

B

B

=

A

A

                                           (12)

Условие перпендикулярности 2-х прямых:    
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Если прямые заданы уравнениями с угловыми коэффициентами
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то угол  φ  между ними вычисляется по формулам
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Условие параллельности в этом случае имеет вид:     
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Условие перпендикулярности прямых:                       
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Если две прямые заданы каноническими уравнениями:
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то угол φ между этими прямыми определяется по формуле:
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Условие параллельности прямых:    
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Условие перпендикулярности прямых:    
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Расстояние от точки до прямой

   Расстояние  d  от точки М(х1; у1)  до прямой Ax+By+C=0   вычисляется по формуле 
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Пример 1. Составить уравнение прямой, которая отсекает на отрицательной полуплоскости  Оу отрезок, равный 2 единицам, и образует с осью Ох угол  φ =30˚.

Решение:  Прямая пересекает ось Оу в точке В (0;–2) и имеет угловой коэффициент k=tg φ= =
[image: image311.wmf]3
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. Полагая в уравнении (2)   k=
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  и   b = –2, получим  искомое уравнение  
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Пример 2.   Составить уравнение прямой, проходящей через точки  А (–1; 2) и
В (0;–3). (Указание: угловой коэффициент прямой находим из формулы (4)

Решение: 
[image: image315.wmf]5

)

1

(

0

2

3

-

=

-

-

-

-

=

к

. Отсюда имеем 
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. Подставив в это уравнение координаты т.В, получим: 
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,  т.е. начальная ордината    b = –3 . Тогда получим уравнение 
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Пример 3.  Общее уравнение прямой 2х – 3у – 6 = 0 привести к уравнению в отрезках.

Решение: запишем данное уравнение в виде 2х – 3у=6 и разделим обе его части на свободный член:  
[image: image319.wmf]1
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. Это и есть уравнение данной прямой в отрезках.
Пример 4.  Через точку А (1;2) провести прямую, отсекающую на положительных полуосях координат равные отрезки. 

Решение:  Пусть уравнение искомой прямой имеет вид   
[image: image320.wmf]1
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 По условию а=b. Следовательно, уравнение принимает вид   х + у = а. Так как точка А (1; 2) принадлежит этой прямой, значит ее координаты  удовлетворяют уравнению х + у = а;  т.е. 1 + 2 = а, откуда а = 3.  Итак, искомое уравнение записывается следующим образом:   х + у = 3,  или   х + у – 3 = 0.

Пример 5.  Для прямой 
[image: image321.wmf]3
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 написать  уравнение в отрезках. Вычислить площадь треугольника, образованного этой прямой и осями координат.

Решение: Преобразуем данное уравнение следующим образом:   
[image: image322.wmf]3
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.  В результате получим уравнение    
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, которое и является уравнением данной прямой в отрезках.    Треугольник, образованный данной прямой и осями координат, является прямоугольным треугольником с катетами, равными 4 и 3, поэтому его площадь равна S = 
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Пример 6.  Составить уравнение прямой, проходящий через точку(–2; 5) и образующей с осью Ох угол 45º.

Решение: Угловой коэффициент искомой прямой  k= tg 45º = 1. Поэтому, воспользовавшись уравнением (5), получаем     у – 5 = x – (–2),     или   х – у + 7 = 0.
Пример 7.  Составить уравнение прямой, проходящей через точки
 А(–3; 5) и    В(7; –2).

Решение:  Воспользуемся уравнением прямой, проходящей через две точки:
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Пример 8.  Даны точки  М1 (2;-1) и М2(4; 5). Написать уравнение прямой, проходящей через точку М1  перпендикулярно вектору 
[image: image329.wmf]2

1

M

M

                                                                         

Решение: Нормальный вектор искомой прямой  
[image: image330.wmf]2
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имеет координаты (2;6), следовательно по формуле (7) получим уравнение   2(х-2)+6(у+1)=0 или   х+3у +1=0.

Пример 9. Вычислить угол между прямыми  
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Решение: 
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Пример 10.  Выяснить взаимное расположение прямых: 
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Решение:   а) 
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Пример 11.  Вычислить угол между прямыми 
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Решение:    
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Пример 12. Найти угол между прямыми   
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Решение: 
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Пример 13. Выяснить взаимное расположение прямых:

      а)
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Решение:   а)  
[image: image348.wmf]2
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                   б) 
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 - значит, прямые перпендикулярны.

Пример 14. Вычислить расстояние от точки М(6; 8) до прямой 
[image: image350.wmf]0
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Решение: по формуле (21) получим: 
[image: image351.wmf]10
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Кривые второго порядка

1.Эллипс
Эллипс есть множество точек плоскости, сумма расстояний от которых до двух фиксированных точек, называемых фокусами эллипса, есть величина постоянная (равная 2а), большая, чем расстояние между фокусами (равное 2с).

Простейшее уравнение эллипса получается, если расположить координатную систему следующим образом: за ось Оx принять прямую, проходящую через фокусы F1 и F2, а за ось Оy – перпендикуляр к оси абсцисс в середине  отрезка [F1F2]. Тогда уравнение эллипса примет вид

                             
[image: image352.wmf]1
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,     где b2 = а2 – с2                                (1)

Точки А и В, С и D  пересечения эллипса с его осями симметрии (координатными осями) называются вершинами эллипса. Отрезки [AВ] – большой осью, а [СD] – малой осью, так как   а > b. Таким образом, параметры a и b, входящие в уравнение эллипса, равны его полуосям. 

[image: image353.png])





      Эксцентриситетом эллипса называется отношение расстояния между фокусами к его большой оси, т.е.

   
[image: image354.wmf]a
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                                       (2)

Очевидно, что е < 1.

Если эллипс, определяемый уравнением вида (1), расположен так, что его фокусы лежат на оси Оу, то тогда b> a и большой осью служит отрезок [B1B2] длиной 2b, а малой осью – отрезок [A1A2] длиной 2а.   Эксцентриситет такого эллипса вычисляется по формуле
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2. Гипербола
     Гиперболой называется множество точек, для которых абсолютная величина разности расстояний до двух данных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная (2а), меньшая, чем расстояние между фокусами  (2с).

Простейшее уравнение гиперболы получается, если расположить координатную систему следующим образом: за ось ОХ  принять прямую, проходящую через фокусы  F1 и F2, за ось ОУ  – перпендикуляр в середине отрезка [F1F2] 
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Тогда уравнение гиперболы примет вид
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,  где b2 = c2 – a2                           (4)
Гипербола имеет две оси симметрии (координатные оси), с одной из которых (осью абсцисс) она пересекается в двух точках А1 и А2, называемых вершинами гиперболы. Отрезок [А1А2] длиной 2а называется действительной осью гиперболы, а отрезок [B1B2] длиной 2b – мнимой осью гиперболы. Таким образом, параметры a и b, входящие в уравнение гиперболы, равны её полуосям.

Эксцентриситетом гиперболы называется отношение расстояния между фокусами к её действительной оси:
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Очевидно, что е > 1.       
       Гипербола имеет две асимптоты, уравнения которых
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  Если мнимая ось гиперболы направлена по оси ОХ и имеет длину 2а, а действительная ось длиной 2b направлена по оси ОУ, то уравнение гиперболы имеет вид
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      Эксцентриситет такой гиперболы вычисляется по формуле          
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Её асимптоты те же, что и у гиперболы (4).  Гиперболы (4) и (7)  называются сопряжёнными. Гипербола называется равносторонней, если её действительная и мнимая оси равны, т.е.

а = b. Простейшие уравнение равносторонней гиперболы имеет вид

                                             х2 – у2 = а2
                 
                    
 (9)
3. Парабола 

Параболой называется множество точек плоскости, равноудалённых от данной точки, называемой фокусом, и данной прямой, называемой директрисой параболы.

    Величина p, равная расстоянию от фокуса до директрисы, называется параметром параболы. Прямая, проходящая через фокус параболы перпендикулярно её директрисе, называется осью, а точка пересечения параболы с её осью – вершиной параболы. Простейшее уравнение параболы получается, если координатная система расположена следующим образом: за одну из координатных осей берётся ось параболы, а за другую – прямая, перпендикулярная оси параболы и проведённая посредине между фокусом и директрисой. Тогда уравнение параболы примет вид:
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Пример 1. Найти оси, вершины, фокусы и эксцентриситет эллипса
                                                           9х2 + 25у2 – 225 = 0.

Решение: Приведём данное уравнение к простейшему  виду (1), для чего свободный член перенесём  вправо и разделим на него все члены уравнения. В результате получим
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      Сравнивая полученное уравнение с уравнением (1), имеем а = 5, 
b = 3. Отсюда находим оси эллипса 2а =10, 2b=6 и координаты вершин А1( -5; 0), А2(5; 0), В1(0; -3), В2(0; 3). Далее, находим 
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Следовательно, фокусами эллипса служат точки F1 (-4; 0)  и  F2 (4; 0). Эксцентриситет эллипса вычисляем по формуле (2):    е= 
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Пример 2.  Найти оси, вершины, фокусы, эксцентриситет и уравнения асимптот гиперболы   16х2 – 9у2 – 144 = 0.

Решение: Перенесём свободный член вправо и разделим на него все члены данного уравнения. В результате получим простейшее уравнение гиперболы
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Сравнивая это уравнение с уравнением (4), имеем а = 3, b = 4. Таким образом, действительная ось гиперболы 2а = 6, а мнимая ось 2b = 8; координаты вершин А1 ( –3; 0) и А2 (3; 0). Далее, 
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, следовательно, фокусами гиперболы служат точки F1( –5; 0) и  F2(5; 0). Эксцентриситет гиперболы вычисляем по формуле (5): е = с/а  = 5/3. Наконец, подставляя значения  а = 3, b = 4 в формулы (6), получим уравнения асимптот  гиперболы 
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Пример 3.  Составить уравнение параболы с вершиной в начале координат и 
фокусом в точке   F (0;  – 8).

Решение: Фокус параболы лежит на оси ординат, а вершина – в начале координат, поэтому уравнение параболы можно записать либо в виде х2 = 2ру,  либо в виде х2 =– 2ру.  Далее, поскольку ордината фокуса отрицательна, уравнение параболы следует искать в виде х2= – 2ру. Из координаты фокуса параболы имеем    р / 2 = 8, откуда  p=16   и   2р = 32, и окончательно получаем   х2 =  – 32у.

Задания для практического занятия:

              Даны точки: т. А (3; -2; 4), т. В(4; -1; 2), т. С(6;-3; 2),  т.D (7; -3; 1); 

т. E(-2; 4; 3) и    т.F(5; -1; 3).

1.   Найти векторы 
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. Вычислить скалярное 

произведение  
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2. Найти углы между векторами 
[image: image383.wmf];
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3. В ∆ABC вершины имеют координаты точки А (-3;4), точки В (-4;-3), точки С (8;1). Составить уравнения стороны  (AB), высоты (ВК)  и медианы (CМ);

4.  Вычислить угол между прямыми  
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5.  Определить взаимное расположение 2-х прямых 2x – 5y – 20 = 0    и 
5x + 2y – -10 = 0;

6. Вычислить расстояние от середины отрезка АВ до прямой 
[image: image386.wmf]0
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, если известны координаты концов отрезка т.А(1; 6)  и т.В(9; 8).

7. Составить уравнение окружности, концы диаметра которой имеют координаты (0; 3) и (6; -7);

8.Составьте уравнение эллипса с фокусами на оси OX, если расстояние между фокусами равно 20, а эксцентриситет 
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9.Дана гипербола 
[image: image388.wmf]1
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. Найдите вершины, фокусы, эксцентриситет, асимптоты этой гиперболы;

10. Парабола задана уравнением 
[image: image389.wmf]2

y

= 14x. Указать координаты фокуса параболы и уравнение её директрисы;

Контрольные вопросы

1. Дайте определение вектора. Что такое длина вектора?

2. Какие действия можно производить над векторами, какими свойствами они обладают?

          3. Укажите формулу нахождения  угла между векторами в пространстве ;

               4. Чему равно скалярное произведение двух ортогональных векторов? 

 5. Назовите уравнения прямой на плоскости;
 6. Перечислите формулы для вычисления угла между прямыми. Сформулируйте условия параллельности и перпендикулярности двух прямых.

 7. Как найти расстояние от точки до прямой?

8.Дайте определение эллипса и назовите его каноническое уравнение.  Какие основные понятия эллипса Вы знаете?
9. Дайте определение гиперболы и назовите ее каноническое уравнение.  Какие основные понятия гиперболы Вы знаете?
10.Дайте определение параболы и назовите ее каноническое уравнение.  Какие основные понятия параболы Вы знаете?
Практическая работа № 3
 «Дифференцирование сложной функции. Приложение производной»

Учебная цель:   научиться  вычислять производные сложных функций, решать задачи на геометрический и физический смысл производной, научиться применять производную для исследования функций и построения графиков, научиться решать задачи на максимум и минимум
Образовательные результаты, заявленные во ФГОС третьего поколения:

Студент должен 

уметь: 

- применять методы дифференциального и интегрального исчисления;

знать: 

           - основы дифференциального и интегрального исчисления.
Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической работы

1. Производная функции
        Пусть функция ƒ (x) определена в некоторой окрестности точки x0.  Производной функции ƒ (x) в точке x0 называется отношение приращения функции ∆ƒ (x0) к  приращению аргумента ∆x при ∆x → 0, если этот предел существует, и обозначается ƒ’(x0).
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Производную функции y = ƒ (x), x є ( a;b ) в точке x обозначают ƒ’(x),  y’(x),
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, причём все эти обозначения равноправны.  Операция нахождения производной называется дифференцированием функции.   Функция, имеющая производную в точке x0, называется дифференцируемой в этой точке. Функция, имеющая производную в каждой точке интервала (a;b), называется дифференцируемой на этом интервале; при этом производную ƒ’(x) можно рассматривать как функцию на (a ;b).

Таблица производных элементарных функций
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2. Правила дифференцирования
  На практике применяют  следующие  правила дифференцирования

                                1. 
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где u и υ обозначают дифференцируемые функции  переменной x,  C - константа.

3.Дифференцирование сложной функции

Теорема.  Пусть  дана сложная функция 
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 дифференцируема в некоторой точке  х0, а функция 
[image: image403.wmf])

(

u

g

у

=

 определена на множестве значений функции 
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 и дифференцируема в точке 
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 в данной точке  х0 имеет производную, которая находится по формуле  
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Пример.  Вычислить 
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Решение:    
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Пример.  Вычислить   
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Решение:          
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Пример.Вычислить
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 Решение:

     1) 
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     2) данная функция является суперпозицией трех функций, поэтому имеем
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4. Геометрический и физический смысл производной
        Геометрический смысл производной состоит в следующем: производная функции 
y = y (x) при данном значении аргумента x = x0 равна угловому коэффициенту касательной, проведённой к графику этой функции  в точке с абсциссой x0.:

                                           y' (x0) = tg α=k                                    (1)   


    Уравнение  касательной к графику  функции y = y (x) в точке М0 (x0 ; y0) имеет вид
                                              y = y0 + y’(x0) (x - x0)                                    (2)    

Если функция  y (x) имеет при x = x0   бесконечную производную, то уравнение касательной имеет вид:

                                      x = x0                                                        (3)

Физический смысл производной. Производная 
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 от функции y = y (x), вычисленная при значении аргумента x = x0,  есть  скорость изменения этой функции относительно независимой переменной x в точке x = x0.  Тогда, если  зависимость между пройденным путём s и временем t при прямолинейном неравномерном движении материальной точки выражается формулой s = s (t), то её мгновенная скорость 
[image: image421.wmf])
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  в любой момент времени 
[image: image422.wmf]0

t

 равна  производной пути по времени:
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При прямолинейном движении   материальной точки ускорение есть скорость изменения скорости,  то     

                                                           
[image: image424.wmf])
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Пример. Найти угол наклона и   уравнение касательной  к параболе y = 2x2 - 6x + 3 в точке М0 (1 ; -1).

Решение: Согласно формуле (1) вычислим угловой коэффициент касательной  - вычислим производную функции y = 2x2 - 6x + 3  при x0= 1. Имеем y’ = 4x - 6, откуда y’ (1) = -2.  Значит k =
[image: image425.wmf]=
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 -2 . Тогда 
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.  Воспользовавшись уравнением (2), получим   уравнение касательной:      y= -1 -2 (x - 1),  или    2x + y - 1 = 0.

Пример. Точка движется прямолинейно по закону 
[image: image427.wmf]t
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 (s выражается в метрах, t - в секундах). Найти скорость и ускорение через 1 сек  после начала движения.

Решение: скорость прямолинейного движения равна производной пути по времени:  
[image: image428.wmf](
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  Отсюда  v (1) = 4 (м/с).    Ускорение прямолинейного движения равно второй производной пути по времени:  
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,  и, следовательно, 
а (1) = 6 (м/с2).

5. Исследование функций с помощью производной

            К монотонным функциям относятся возрастающие, строго возрастающие, убывающие и строго убывающие функции. Интервалы, на которых функция возрастает или убывает, называются интервалами монотонности этой функции.
           Точка
[image: image430.wmf]0
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 - называется точкой минимума функции   f(x) , если существует окрестность точки 
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выполняется условие 
[image: image434.wmf])
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, и  называется точкой  максимума  функции   f(x) , если  выполняется условие 
[image: image435.wmf])
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.Точки минимума и максимума называются точками экстремума функции.

                    [image: image436.png]


              [image: image437.png]



Правило нахождения интервалов монотонности и точек экстремума:

1. Вычислить производную функции  
[image: image438.wmf])
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;

2. Найти  критические точки функции, т.е. точки в которых 
[image: image439.wmf]0

)

(

=

¢

x

f

  или  не существует; 

3. Исследовать знак производной функции в интервалах, на которые разбивается область определения функции этими критическими точками;

4. Если   в рассматриваемом интервале 
[image: image440.wmf]0
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, то на этом интервале функция убывает; 
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,  то на этом интервале функция возрастает.

5.  Если 
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 - критическая точка и при переходе через нее 
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 меняет знак с  «+» на « - », то 
[image: image444.wmf]0
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 - точка максимума; если же она меняет знак с « - » на «+», то 
[image: image445.wmf]0
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 - точка минимума.

           Кривая у= f(x) называется выпуклой вниз на промежутке (а; b), если она лежит выше касательной в любой точке этого промежутка и называется выпуклой вверх, если наоборот.

                     [image: image446.png]


                                [image: image447.png]



                Выпуклость вверх на (а; b)                 Выпуклость вниз на (а; b),
       Промежутки, в которых график функции обращен выпуклостью вверх или вниз, называют промежутками выпуклости графика функции.   Точка графика функции у=f(x), разделяющая промежутки выпуклости противоположных направлений этого графика, называются точками перегиба. 
                                    [image: image448.png]



                     х1 – абсцисса точки перегиба кривой
           Точками перегиба могут служить только критические точки, принадлежащие области определения функции у= f(x), в которых вторая производная 
[image: image449.wmf])
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 обращается в нуль или терпит разрыв.
Правило нахождения интервалов выпуклости графика
функции и точек перегиба:

1. Вычислить вторую производную функции  
[image: image450.wmf])
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;

2. Найти  у функции  критические точки 2-го рода, т.е. точки в которых 
[image: image451.wmf]0
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  или  не существует; 

3. Исследовать знак второй производной функции в интервалах, на которые разбивается область определения функции  критическими точками 2-го рода;

4. Если   в рассматриваемом интервале  
[image: image452.wmf]0
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, то на этом интервале график функции выпуклый вверх; 
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,  то на этом интервале график функции выпуклый вниз;

5.  Если 
[image: image454.wmf]0

x

 - критическая точка 2-го рода  и при переходе через нее 
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 меняет  знак,  то 
[image: image456.wmf]0
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 - точка  перегиба.

Правило нахождения наименьшего и наибольшего значения функции в некотором промежутке:
    1.  Найти критические точки, принадлежащие заданному промежутку, и вычислить значения функции в этих точках;

   2. Вычислить значение функции на концах промежутка;
   3.  Сравнить полученные значения, тогда наименьшее и наибольшее из них являются соответственно наименьшим и наибольшим значениями функции в рассматриваемом промежутке.

             С помощью экстремума функций, решаются многие прикладные задачи геометрии, механики и т.д., в которых требуется определить наименьшее или наибольшее значение функции, причем эта функция не дается в готовом виде, а составляется  в соответствии с условиями конкретной задачи.

Пример . Найти интервалы монотонности функции 
[image: image457.wmf]6
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Решение: данная функция определена на всей числовой прямой. Применим правило отыскания промежутков монотонности:

1.    Вычислим производную:   
[image: image458.wmf]2
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2.    Найдем критические точки:   
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3. Определим  знаки производной в интервалах:

      [image: image460.png]



4. Функция возрастает на промежутке (0; 1), убывает на 
[image: image461.wmf])
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Пример . Найти экстремумы функции 
[image: image462.wmf]х
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Решение: D( f )=R, 

1)     Найдем критические точки функции  
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[image: image464.wmf])
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2)    Определим знаки производной в интервалах, на которые разбивается область определения  критическими точками

                [image: image465.png]¥ £
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3)  Т.о.  
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 - точка максимума   -  max f(x)= 
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Пример.  Найти промежутки выпуклости графика функции вверх, если функция  задана   формулой 
[image: image470.wmf]9
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Решение:

1. Вычислим вторую производную функции  
[image: image471.wmf]6
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2. Найдем  у функции   точки, в которых 
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  или  не существует:  
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3. Исследуем знак второй производной  в интервалах
    [image: image474.png]’_\ f ., J®
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    4. Т.к. 
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график функции выпуклый вверх. 

Пример. В каких точках график функции   
[image: image478.wmf]2
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   имеет перегиб:

Решение: 

1.  Вычислим вторую производную функции  
[image: image479.wmf]х
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1. Найдем  у функции   точки, в которых 
[image: image480.wmf]0
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  или  не существует: 
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2. Исследуем знак второй производной   в полученных интервалах
    [image: image482.png]S
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3. Т.к.  функция меняет знак  в обеих точках, значит у нас две точки перегиба. Вычислим вторые координаты найденных точек: у(0)=2,  у(1)= -2, Значит точки перегиба  следующие (0; 2) и (1; -2).
Пример.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции 
[image: image483.wmf]10
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Решение:  Функция 
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 непрерывна на отрезке 
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. найдем критические точки функции, для этого вычислим ее производную и приравняем ее нулю:


[image: image487.wmf]2
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 - критические точки функции, причем обе они принадлежат отрезку 
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. Вычислим значения функции в критических точках и на концах отрезка:
[image: image489.wmf].

1

)

3

(

,

35

)

3

(

,

10

)

2

(

,

17

)

1

(

=

-

=

-

-

=

=

-

f

f

f

f

  Т.о., наименьшее значение функции равно -35 и достигается на левой границе отрезка, а наибольшее значение функции равно 17 и достигается во внутренней точке 
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Пример. Требуется огородить проволочной сеткой длиной 2р участок прямоугольной  формы. Найти  размеры участка, при которых его площадь будет наибольшей;

Решение: из условий задачи имеем, что периметр  участка равен 2р. Обозначим длины   сторон прямоугольника  х и  у. Тогда  из периметра прямоугольника имеем 
[image: image491.wmf]x

p

y

p

y

x

p

y

x

P

-

=

Þ

=

+

Þ

=

+

=

2

)

(

2

. Обозначим через S(x)  площадь прямоугольника.  Тогда 
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. Исследуем полученную функцию на экстремум:  
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 - критическая точка, принадлежащая  отрезку
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, получаем,  что на первом из них S(x)  возрастает, а на втором убывает. Следовательно, при 
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  площадь прямоугольника будет наибольшей. Найдем 
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. Значит, из прямоугольников с периметром 2р, наибольшую площадь будет иметь квадрат со стороной 
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6. Применение производной к построению графиков функций
     Для построения графиков функций можно использовать  следующую схему:

1. Находят область определения функции;

2. Проверяют функцию на четность и нечетность (заметим, что графики четных функций симметричны относительно оси  (ОУ), а нечетных – относительно начала координат); проверяют функцию на периодичность;

3. Находят точки пересечения графика с координатными осями (ось  ОХ  имеет уравнение 
[image: image501.wmf]0
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, ось  ОУ  имеет уравнение 
[image: image502.wmf]0
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);

4. Находят асимптоты графика функции;

5. Исследуют функцию на монотонность и находят точки экстремума;

6. Находят интервалы выпуклости графика функции и точки его перегиба;

7. Строят график.

               Для применения данной схемы, вспомним некоторые основные понятия и определения.   Прямая
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 называется наклонной асимптотой для графика функции 
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 Числа  k   и   b    в  уравнении асимптоты находятся из условий:
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        Если 
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 , то прямая  у=b   называется горизонтальной асимптотой.

Прямая   х =а    называется вертикальной асимптотой графика функции    
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       Заметим, что при нахождении вертикальных асимптот графика функции 
[image: image510.wmf])
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 в качестве точки а, через которую может проходить  вертикальная асимптота, следует рассматривать точку разрыва данной функции. 

          Пример.  Исследовать функцию 
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    и   построить ее график.

Решение: исследуем функцию по схеме:

1. D(y)=R;      
2. 
[image: image512.wmf])
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 - функция не будет ни четной, ни нечетной;  функция непериодическая;

3. Найдем точки пересечения  с  (ОХ):   
[image: image513.wmf]0
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. Перебирая делители свободного члена, находим целые нули функции:  
[image: image514.wmf]1
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Найдем точки пересечения графика функции с осью (ОУ): если 
[image: image515.wmf]0
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4. Асимптот нет;

5. Для нахождения интервалов монотонности функции найдем ее производную:
[image: image517.wmf]1
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. Найдем критические точки функции: 
[image: image518.wmf]0
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. Получим:    
[image: image519.wmf]3

1

1

2

1

=

-

=

х

и

х

. Найдем интервалы возрастания и убывания функции:
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       Из чертежа имеем, что функция возрастает на 
[image: image521.wmf])
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, убывает на        
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. Найдем экстремумы функции: 
[image: image523.wmf]0
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. Значит, точка максимума имеет координаты 
[image: image524.wmf])
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[image: image525.wmf]27
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. Значит, точка минимума имеет координаты 
[image: image526.wmf])
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6. Для нахождения интервалов выпуклости  графика функции вычислим вторую производную: 
[image: image527.wmf]2
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. Найдем критические точки 2 рода функции: 
[image: image528.wmf]3
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. Определим знак второй производной в интервалах, на которые   разбивается область определения 
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  Значит, график функции будет выпуклым вверх на 
[image: image530.wmf])
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. Т.к. вторая производная меняет знак при переходе через точку
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7. Построим график:


[image: image535.png]y=+x-z-1





Задания для практического занятия:

1. Вычислить производные следующих функций:

1) 
[image: image536.wmf]6
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;      2) 
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[image: image539.wmf]2
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2. Вычислить  
[image: image540.wmf])
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3. Найти угловой коэффициент касательной, проведенной через данную точку
М 
[image: image542.wmf])
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     графика функции 
[image: image543.wmf]x
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4. Составить уравнение касательной  к кривой 
[image: image544.wmf]x
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   в точке с абсциссой  
[image: image545.wmf]1
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5. Составить уравнение касательной  к кривой
[image: image546.wmf]х
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6. Точка движется прямолинейно по закону S(t) =  
[image: image548.wmf]1
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 . Найти мгновенную скорость   точки в момент времени t = 3c.

7. Исследовать функцию на монотонность  и  экстремум: 
[image: image549.wmf]x
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8.  Найти интервалы выпуклости и точки перегиба графика функции:

                               
[image: image550.wmf]7
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9. Представьте число 3 в виде суммы  двух положительных чисел так, чтобы сумма утроенного первого слагаемого и куба второго слагаемого была наименьшей.
  10. Исследовать по схеме и построить график  функци:

Контрольные вопросы

1. Что называется производной функции в точке? Что такое дифференцирование? . Какая функция называется дифференцируемой в точке?

2. Перечислите табличные производные. Какие правила дифференцирования вы знаете?

  3. Дать определение касательной к графику функции.

  4. В чем заключается геометрический смысл производной? . Укажите уравнение касательной к графику функции?

  5. В чем состоит физический смысл производной?

6.  Какие функции называются монотонными? Дайте определение интервалов монотонности функции. Как находятся интервалы монотонности функции?

7. Что такое точка минимума функции, точка максимума функции, точки экстремума  функции? Что называется экстремумом функции и как его находить?  Сформулируйте     достаточное условие существования экстремума функции и правило отыскания    экстремумов функции;
   8.   Сформулируйте правило отыскания  наименьшего и наибольшего значения 
функции на отрезке?

  9. Дайте определение наклонной асимптоты, горизонтальной и вертикальной асимптот;

10. Опишите схему исследования функции  для построения ее графика.
Практическая работа № 4
 «Вычисление неопределенных  интегралов»

Учебная цель:   научиться  вычислять неопределённые интегралы различными методами
Образовательные результаты, заявленные во ФГОС третьего поколения:

Студент должен 

уметь: 

      - применять методы дифференциального и интегрального исчисления;

знать: 

- основы дифференциального и интегрального исчисления.

Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической работы

       Функция F(x) называется первообразной для функции   f(x) в  промежутке 
[image: image551.wmf]b
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, если в любой точке этого промежутка ее производная равна   f(x):
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Совокупность всех первообразных функций F(x) + c для функции f(x) на некотором промежутке называется неопределённым интегралом и обозначается
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где 
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   называется подынтегральным выражением, х – переменной интегрирования, а С -произвольной постоянной интегрирования. Процесс нахождения первообразной функции называется интегрированием.   

Основные формулы интегрирования (табличные интегралы)
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Основные свойства  неопределенного интеграла
1.  Неопределенный интеграл от алгебраической суммы функ​ций равен алгебраической сумме неопределенных интег​ралов от этих функций:
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2.  Постоянный множитель подынтегрального выражения можно выносить за знак неопределенного интеграла:
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Метод непосредственного интегрирования
               Под непосредственным интегрированием понимают способ интегрирования, при котором данный интеграл путем тождественных преобразований подынтегральной функции и применения свойств неопределенного интеграла приводятся к одному или нескольким табличным интегралам.
Пример. Вычислить:  
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Решение:  
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Пример. Вычислить: 
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Метод подстановки
       Сущность интегрирования методом подстановки заключается в преобразовании интеграла 
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, который легко вычисляется  по какой-либо из основных  формул интегрирования. Для нахождения  
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  заменяем переменную х  новой переменной  u   с помощью подстановки 
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Подставляя в подынтегральное выражение  вместо х  и  dx  их значения , выраженные через  u    du , имеем 
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После того, как интеграл  относительно новой переменной  и   будет найден, с помощью подстановки   
[image: image585.wmf])
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Пример.  Вычислить 
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Решение:  положим 1+x = z.   Продифференцируем это неравенство: d(1+ x)= =dz   или   dx = dz.  Заменив в интеграле переменную интегрирования, получим:    
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Пример. Вычислить
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 Решение: пусть  
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 С учетом полученного имеем
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Пример.  Вычислить
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[image: image594.wmf](

)

dt

t

d

dx

t

x

t

х

=

-

=

Þ

-

=

Þ

=

+

2

;

2

;

2



[image: image595.wmf](
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где 
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Пример.  Вычислить
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 Решение: сделав замену 
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 EMBED Equation.3  [image: image602.wmf];
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Пример.  Вычислить
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 Решение: этот интеграл решается с помощью формул тригонометрии:
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Поэтому, имеем  
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Интегрирование по частям
     Пусть функции 
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  имеют непрерывные производные на некотором промежутке. Найдем дифференциал произведения этих функций:
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.ак как по условию функции 
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 непрерывны, можно проинтегрировать обе части этого равенства, 
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      В правой части формулы (6) постоянную интегрирования С не пишут, т.к  она фактически присутствует в интеграле 
[image: image615.wmf]ò

vdu

. Формула (6) называется формулой интегрирования по частям.

Сущность метода интегрирования по частям вполне соответствует его названию. Дело в том, что при вычислении интеграла этим методом подынтегральное выражение 
[image: image616.wmf]dx
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 представляется в виде произведения множителей 
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  и  
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; при этом 
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 обязательно входят в 
[image: image620.wmf]dv

. В результате получается, что заданный интеграл находят по частям: сначала находят 
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, а затем 
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. Естественно, что этот метод применим лишь в случае, если задача нахождения указанных двух интегралов более проста, чем нахождение заданного интеграла.


При вычислении интегралов методом интегрирования по частям главным является разумное разбиение подынтегрального выражения на множители 
[image: image623.wmf]u

  и  
[image: image624.wmf]dv

. Общих установок по этому вопросу не имеется. Однако, для некоторых типов интегралов, вычисляемых методом интегрирования по частям, сделать это возможно. 

     1. В интегралах вида      
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где Р(х) – многочлен относительно х, а – некоторое число, полагают 
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     2. В интегралах вида      
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полагают 
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,  а остальные сомножители за  
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3. В интегралах вида     
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  можно принять любую из функций 
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 или sin bx (или cos bx).

Пример. Вычислить  
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Решение:  положим   
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 Пример.  Вычислить  
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Решение:   положим    u=lnx,  dv=xdx;  тогда 
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Используя формулу (6),    получим:     
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Задания для практического занятия:

            1. Методом непосредственного интегрирования вычислить: 

      1)
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2. Методом подстановки вычислить:
 5) 
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   3.Методом интегрирования по частям  вычислить:  10) 
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Контрольные вопросы

1. Какая  функция называется первообразной для функции 
[image: image662.wmf])
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b

a

x
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2.  Что называется неопределенным интегралом функции 
[image: image663.wmf])
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на некотором промежутке?

3.  Перечислите  свойства неопределенного интеграла и основные табличные интегралы.

4. В чем заключается  метод непосредственного интегрирования?  

5. В чем суть методов подстановки и интегрирования по частям? 

Практическая работа № 5
 «Вычисление определенных интегралов.  Вычисление площадей плоских фигур»

Учебная цель:   научиться вычислять определённые интегралы различными методами, научиться вычислять площади плоских фигур с помощью определённого интеграла

Образовательные результаты, заявленные во ФГОС третьего поколения:

Студент должен 

уметь: 

      - применять методы дифференциального и интегрального исчисления;

знать: 

- основы дифференциального и интегрального исчисления.

Краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической работы

         Приращение F (b) – F (a) любой из первообразных функций F (x) + C  функции   f (x) при изменении аргумента от x = a  до  x = b называется определённым интегралом от a до b от  функции   f (x: )                
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Числа a и b называются пределами интегрирования, а – нижним, b – верхним. Отрезок [a;b] называется отрезком интегрирования. Функция  f (x) называется подынтегральной функцией, а переменная x – переменной интегрирования.  Формула (1)  называется формулой Ньютона -  Лейбница.

Геометрический смысл определенного интеграла

   Если интегрируемая на отрезке [a;b] функция f (x) неотрицательна, то определённый интеграл     
[image: image665.wmf](
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  численно равен площади S   криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции   f (x), осью абсцисс и прямыми x = a и x = b :


[image: image666.png]



Свойства определённого интеграла

 1.  Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 
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          2.  Определённый интеграл от алгебраической суммы двух непрерывных функций равен  алгебраической сумме их интегралов, т.е.  
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3.    Если a<c<b, то          
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4.   Если функция f (x) неотрицательная на отрезке [a;b], где a<b, то
               
[image: image670.wmf](
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5.  Если  f (x)≥ g (x) для всех  x 
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 [a;b], где a<b,  то   
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6.  Если   m  и  M – наименьшее и наибольшее значения функции  f (x)  на отрезке [a;b], где a<b,    то   
[image: image673.wmf](
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         Непосредственное интегрирование предполагает использование основных свойств определенного интеграла и формулы Ньютона – Лейбница. 

            Пример.  Вычислить 
[image: image674.wmf]ò
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Решение:  

                  
[image: image675.png]



Пример.  Вычислить 
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Решение:  
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Пример.  Вычислить   
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Решение:    
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    Метод подстановки  сводит определенный интеграл 
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  с помощью подстановки 
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[image: image682.wmf]1

а

  и 
[image: image683.wmf]1

b

,  которые находятся из исходной подстановки: 
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Пример.     Вычислить 
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 Решение:
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Пример. Вычислить  
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Решение:  сделаем подстановку  
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Новые пределы интегрирования: 
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Пример. Вычислить  
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Решение:  Положим 
[image: image693.wmf]t

x

sin

2

=

. Тогда 
[image: image694.wmf]dt

t

dx

cos

2

=

. Если 
[image: image695.wmf]0

,

0

=

=

t

то

x

, если 
[image: image696.wmf]2

,

2

p

=

=

t

то

х

. Поэтому


[image: image697.wmf]p

p

p

p

p

p

p

p

=

-

×

-

=

-

=

-

=

=

=

=

-

=

-

ò

ò

ò

ò

ò

0

))

2

4

sin(

4

1

2

(

2

)

4

sin

4

1

(

2

)

4

cos

1

(

2

1

4

2

sin

4

1

16

cos

sin

16

cos

2

sin

4

4

sin

4

4

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

2

2

t

t

dt

t

dt

t

tdt

t

dt

t

t

t

dx

x

x


Метод интегрирования по частям предполагает  применение тех же рекомендаций, что и  при нахождении неопределенных интегралов, и формулы Ньютона –Лейбница.
Пример. Вычислить 
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Решение: положим u=lnx,    dv=xdx. Тогда 
[image: image699.wmf]2

,

2

x

v

x

dx

du

=

=

.Следовательно, 


[image: image700.wmf]4

4

4

ln

8

4

4

2

4

ln

8

4

1

2

4

ln

8

2

1

ln

2

ln

2

2

2

4

4

2

2

2

4

2

4

e

e

e

x

e

x

dx

x

x

х

xdx

х

e

e

e

е

-

-

=

=

+

-

-

=

-

-

=

-

=

ò

ò


            Вычисление площадей плоских фигур с помощью определенного интеграла
     При вычислении площадей плоских фигур с применением определенного интеграла мы рассмотрим следующие случаи.

1. Фигура ограничена графиком непрерывной и неотрицательной на отрезке 
[image: image701.wmf][
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 функции f(x), осью ОХ  и прямыми 
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.  В этом случае согласно геометрическому смыслу определенного интеграла площадь S фигуры  численно равна 
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           2. Фигура ограничена графиком непрерывной и неположительной на отрезке 
[image: image706.wmf][

]

,

;

b

a

     функции f (x), осью ОХ  и   прямыми 
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 Рассмотрим функцию – f(x). Фигура аА1В1b симметрична фигуре аАВb относительно оси ОХ, а следовательно, их площади S1  и  S равны. Но
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            (3)

3.   Фигура ограничена осью Ох, прямыми х = а , х = b и графиком функции   f (x), которая непрерывна на отрезке 
[image: image712.wmf][
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 и меняет свой знак конечное число раз на этом отрезке. В этом случае разбивают отрезок 
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на такие частичные отрезки, на которых функция f (x) знакопостоянна на соответствующих отрезках.  В нашем примере   имеется три таких отрезка:
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 EMBED Equation.3 [image: image715.wmf][
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Очевидно, что искомая площадь S численно равна алгебраической сумме интегралов, взятых по каждому из полученных отрезков, причем знаки, с которыми эти интегралы входят в алгебраическую сумму, совпадают со знаками функции f (x) на соответствующих отрезках. Так, например, площадь фигуры,   представленной на рисунке , вычисляется по формуле
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4.  Фигура ограничена графиками двух непрерывных на отрезке 
[image: image718.wmf][

]
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 функций f(x) и  g(x) и прямыми х = а , х = b,где 
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 . В этом случае искомая площадь S вычисляется по формуле
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5. Фигура ограничена графиками трех и более непрерывных на отрезке 
[image: image723.wmf][
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 функций. В этом случае стараются искомую площадь представить в виде алгебраической суммы площадей, вычисление каждой из которых сводиться к одному из предыдущих четырех случаев. Так, например, площадь фигуры, изображенной на рисунке 
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вычисляется по формуле       
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Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
[image: image726.wmf]3
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Решение:  построим графики функций. Применив формулу (1), найдем площадь фигуры
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Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  у = –х2 – 1, у = 0, х = –1. х = 2.

Решение. Построим графики заданных функций:
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По формуле (3) находим
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Пример.  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
y = sin x,  y = 0,  x = -
[image: image731.wmf]p

/2,          x = 
[image: image732.wmf]p
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Решение: очевидно, что 
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 EMBED Equation.3 [image: image739.wmf](
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Пример. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной линиями
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Из рисунка  видно, что искомая площадь  
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Задания для практического занятия:

1.Вычислить методом непосредственного интегрирования:

  1) 
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2. Вычислить следующие интегралы методом подстановки:  
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           3. Вычислить методом интегрирования по частям: 9) 
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           4.  Вычислить площади фигур, ограниченных линиями:

             10) 
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Контрольные вопросы

1. Что называется определенным интегралом,  и в чем его геометрический смысл?

2.  Назовите формулу Ньютона-Лейбница.

3. Перечислите свойства определенного интеграла.

4.  Какие  методы   интегрирования вы знаете?
5. Перечислите все пять случаев применения определенного интеграла к
вычислению площадей плоских фигур.
Задания для контрольной работы и требования, 

предъявляемые к оформлению контрольной работы

В соответствии с учебными планами студенты специальности 09.02.01 «Компьютерные системы и комплексы», должны выполнить контрольную работу по одному из 6 вариантов. 
Выполнение контрольного задания по дисциплине  «Элементы высшей математики» позволит проверить степень усвоения изученного материала, умение применить свои знания на практике при решении задач. 
             Перед выполнением контрольной работы студенту необходимо изучить рекомендованную литературу.

             При выполнении контрольного задания следует руководствоваться методическими указаниями, где приведены примеры задач.

Требования к оформлению контрольной работы

             Контрольная работа должна быть аккуратно оформлена и выполнена в распечатанном виде, на листе формата А4 или в ученической тетради в клетку темными чернилами (синими, черными, фиолетовыми) через строчку. Все дополнительные страницы должны быть в тетради приклеены или вшиты. 
1. Контрольная работа начинается с титульного листа с указанием дисциплины и фамилией студента (образец 1)

2. Текст печатается шрифтом п. 12, Times New Roman, 1 интервал. 
3. Поля страниц: верхнее - 1,5 см., нижнее - 2,0 см., левое – 3,0 см., правое – 1,0 см. Отступ абзаца 1,25 см.
4. Страницы следует нумеровать арабскими цифрами, соблюдая сквозную нумерацию по всему тексту работы, не включая приложения. Номера страниц проставляют в середине нижнего поля. Титульный лист включается  в общую нумерацию  страниц, но номер страницы на них не  проставляется. Таким образом, как правило, нумерация  начинается с 2-ой страницы (раздел «Содержание»). 
5. Подчёркивание, курсив, жирный шрифт в тексте не допускается. ЖИРНЫЙ ШРИФТ ДОПУСКАЕТСЯ ТОЛЬКО В НАЗВАНИЯХ ГЛАВ И ПАРАГРАФОВ! Заголовки  глав, содержание, заключение,  список использованной литературы  следует располагать  в середине строки без  точки в конце и печатать ЗАГЛАВНЫМИ буквами.
Все страницы, формулы и таблицы нумеруются. Нумерация – сквозная (т.е. номер – один, два и т.д.).

            Работа должна быть выполнена в той же последовательности, в какой приведены вопросы домашнего задания.

           Следует полностью записывать формулировку вопроса согласно заданию, затем давать ответ.
Сокращение наименований и таблицы в задачах должны выполняться с учетом требований  ЕСКД. При переносе таблиц следует повторить заголовок таблицы, указывая над ней «Продолжение таблицы» и ее номер. Единицы измерения указывать только в результирующих значениях.
В контрольной работе должны быть приведены условия задач, исходные данные и решения. Решение должно сопровождаться четкой постановкой вопроса (например, «Определяю …»); указываться используемые в расчетах формулы с пояснением буквенных обозначений; выполненные расчеты и полученные результаты должны быть пояснены.

             Вычисление абсолютных величин следует производить с точностью до первого десятичного знака (0,1), в процентах – до первого десятичного знака (0,1%); относительных величинах – до второго десятичного знака (0,01).

             В конце работы приводится список использованной литературы.

             Титульный лист работы должен быть оформлен в соответствии с утвержденной формой, подписан, с указанием даты сдачи работы.  
Образец  1 оформления титульного листа
Уфимский государственный колледж радиоэлектроники

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 
по дисциплине ___________________________________

________________________________________________

Вариант________________

                                                Выполнил студент (ка)  _______________

                                              __________________________________________

                                                                                     (Ф.И.О. студента)

                                                 «_______» _______________________ 20____ г.  


                                                                     (дата сдачи)

                                               Проверил: _________________________________

                                                                             (Ф.И.О. преподавателя)

                                                 «_______» _______________________ 20____ г.  

                                                                                          (дата проверки)

Уфа 2015

Контрольная работа по дисциплине  «Элементы высшей математики»

для специальности 09.02.01 «Компьютерные системы и комплексы» (заочное отделение)

Тема:  «Основы линейной алгебры и аналитической геометрии»,  «Математический анализ» 

Вариант 1

1. Найти решение системы методом Крамера:
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2. Треугольник задан вершинами А(-6; -2);  В(4; 8); С(2; -8). Найти:

а) уравнение прямой BN, параллельной  стороне АС; 

б) уравнение медианы CD;

в) уравнение высоты АЕ;

      3.  а) Составить уравнение эллипса с фокусами на оси ОХ, если расстояние мехжу его  фокусами равно 16, а эксцентриситет равен 1/2;

           б) Найти эксцентриситет гиперболы  
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   4. Вычислить  
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          б)  
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5. Составить уравнение  касательной к графику функции 
[image: image760.wmf]1
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 в точке с абсциссой 
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6. Материальная точка движется прямолинейно и неравномерно по закону 
[image: image762.wmf]8
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. Найти её мгновенную скорость  через 3 сек  после начала движения;

      7.  Вычислить:  а) 
[image: image763.wmf]ò
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       8.  Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 
[image: image766.wmf],
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Контрольная работа по дисциплине  «Элементы высшей математики»

для специальности 09.02.01 «Компьютерные системы и комплексы» (заочное отделение)

Тема:  «Основы линейной алгебры и аналитической геометрии»,  «Математический анализ» 

Вариант 2

1. Найти решение системы методом Крамера:
[image: image768.wmf]ï
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2. Треугольник задан вершинами А(-8; -2);  В(2; 10); С(4; 4). Найти:

а) уравнение прямой BN, параллельной  стороне АС; 

б) уравнение медианы CD;

в) уравнение высоты АЕ;

3. а) Найти эксцентриситет эллипса 
[image: image769.wmf]1
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б) оставить уравнение гиперболы с фокусами на оси ОХ, если расстояние между ее фокусами равно 20, а уравнения ее асимптот 
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4. Вычислить:

а)   
[image: image771.wmf])

2

(

f

¢

, если   
[image: image772.wmf]3

5

4

2

)

(

2

3

+

-

-

=

х

х

х

x

f

;

б)  
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5. Составить уравнение касательной к графику функции 
[image: image775.wmf]8
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 в точке с абсциссой 
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6. Материальная точка движется прямолинейно и неравномерно по закону 
[image: image777.wmf]11
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. Найти её мгновенную скорость  через  2 сек  после начала движения;

7. Вычислить:  а)
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8. Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 
[image: image781.wmf],
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 прямыми     
[image: image782.wmf]0
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Контрольная работа по дисциплине  «Элементы высшей математики»

для специальности 09.02.01 «Компьютерные системы и комплексы» (заочное отделение)

Тема:  «Основы линейной алгебры и аналитической геометрии»,  «Математический анализ» 

Вариант 3

1. Найти  решение  системы  методом  Крамера: 
[image: image783.wmf]ï
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2. Треугольник задан вершинами А(-5; 3);  В(3; 4); С(7; -3). Найти:

а) уравнение прямой BN, параллельной  стороне АС; 

б) уравнение медианы CD;

в) уравнение высоты АЕ;

      3    а) Составить уравнение эллипса с фокусами на оси ОХ, если расстояние мехжу его  фокусами равно 12, а эксцентриситет равен 3/10;

            б) Найти эксцентриситет гиперболы  
[image: image784.wmf]1
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  4. Вычислить 

             а) 
[image: image785.wmf])

1

(

-

¢

f

, если   
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             б) 
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 5. Составить уравнение  касательной к графику функции 
[image: image789.wmf]9
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 в точке с   абсциссой 
[image: image790.wmf]1
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     6. Материальная точка движется прямолинейно и неравномерно по закону  
[image: image791.wmf]2
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. Найти её мгновенную скорость  через  2 сек  после начала движения ;

     7.   Вычислить:   а)
[image: image792.wmf]ò
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    8. Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 
[image: image795.wmf]5
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Контрольная работа по дисциплине  «Элементы высшей математики»

для специальности 09.02.01 «Компьютерные системы и комплексы» (заочное отделение)

Тема:  «Основы линейной алгебры и аналитической геометрии»,  «Математический анализ» 

Вариант 4

1. Найти решение системы методом Крамера:
[image: image797.wmf]ï
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      2.   Треугольник задан вершинами А(2; 6);  В(4; -2); С(-2; -6). Найти:

а) уравнение прямой BN, параллельной  стороне АС; 

б) уравнение медианы CD;

в) уравнение высоты АЕ;

3. а) Найти эксцентриситет эллипса 
[image: image798.wmf]1
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б) оставить уравнение гиперболы с фокусами на оси ОХ, если расстояние между ее фокусами равно 40, а уравнения ее асимптот 
[image: image799.wmf]х
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4. Вычислить:
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[image: image800.wmf])
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б)  
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      5. Составить уравнение  касательной к графику функции 
[image: image804.wmf]13
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  в точке с   абсциссой 
[image: image805.wmf]1
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6.  Скорость неравномерного прямолинейного движения материальной точки описывается формулой 
[image: image806.wmf]5
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. Найти её ускорение в момент времени  

            t= 4 сек;

     7.  Вычислить:  а)  
[image: image807.wmf]ò
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9. Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 
[image: image810.wmf]2
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Контрольная работа по дисциплине  «Элементы высшей математики»

для специальности 09.02.01 «Компьютерные системы и комплексы» (заочное отделение)

Тема:  «Основы линейной алгебры и аналитической геометрии»,  «Математический анализ» 

Вариант 5

1. Найти решение системы методом Крамера:
[image: image812.wmf]ï
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2. Треугольник задан вершинами А(4; 8);  В(2; -10); С(-6; -2). Найти:

а) уравнение прямой АМ, параллельной  стороне ВС; 

б) уравнение медианы АD;

в) уравнение высоты BF;

3. а) Составить уравнение эллипса, если две его вершины лежат в точках (-5; 0) и (5; 0), а фокусы – в точках (-3; 0) и (3; 0);

б) Найти эксцентриситет гиперболы 
[image: image813.wmf]1
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4. Вычислить:

а) 
[image: image814.wmf])
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            б) 
[image: image816.wmf]если
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  5. Составить уравнение  касательной к графику функции 
[image: image818.wmf]3
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  в точке с   абсциссой 
[image: image819.wmf]1
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     6. Скорость неравномерного прямолинейного движения материальной точки описывается    формулой  
[image: image820.wmf]3
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. Найти её ускорение в момент времени  t= 3 сек.;

     7. Вычислить:    а) 
[image: image821.wmf]ò
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     8.   Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 
[image: image824.wmf]1
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Контрольная работа по дисциплине  «Элементы высшей математики»

для специальности 09.02.01 «Компьютерные системы и комплексы» (заочное отделение)

Тема:  «Основы линейной алгебры и аналитической геометрии»,  «Математический анализ» 

Вариант 6

1. Найти решение системы методом Крамера:
[image: image826.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

-

-

=

-

-

=

+

+

.

1

3

5

4

,

3

4

6

5

,

5

2

4

3

z

y

x

z

y

x

z

у

х


2. Треугольник задан вершинами А(1; -6);  В(-2; -2); С(1; 2). Найти:

а) уравнение прямой BN, параллельной  стороне АС; 

б) уравнение медианы CD;

в) уравнение высоты АЕ;

3. а) Найти эксцентриситет эллипса: 
[image: image827.wmf]1
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б) Найти координаты фокусов и фокусное расстояние гиперболы 
[image: image828.wmf]1
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4. Вычислить:
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[image: image829.wmf])

4

(

f

¢

, если   
[image: image830.wmf]15

2

4

)

(

-

+

=

х

х

x

f

;

б)  
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      5. Составить уравнение касательной  к графику функции 
[image: image833.wmf]10
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  в точке с абсциссой 
[image: image834.wmf]1
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      6.  Скорость неравномерного прямолинейного движения материальной точки описывается формулой  
[image: image835.wmf]1
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. Найти её ускорение в момент времени  t= 3 сек    

     7.  Вычислить:   а)   
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     8.   Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 
[image: image839.wmf]3
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